Vorbemerkung:

Mit diesem Text soll eine Einfuhrung in die GNSS-Technologie fur interessierte Laien geschaffen werden. Er
wird laufend ergénzt und Uberarbeitet. Sofern es Fragen zu diesem Text gibt wird um eine Mail an

m.bauer-hh@t-online

gebeten.
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Einflihrung in die GNSS-Technologie 1

1. Einleitung

Ortshestimmung ist seit dem Ende des 20.ten Jahrhunderts sehr leicht durchzufiihren Man schaltet ein kleines
Gerat ein (s. Abb. 1) und nach sehr kurzer Zeit teilt das Gerat mit, wo wir uns auf dem Erdk&rper befinden. Das
geht zwar nicht uberall — z. B. nicht in Geb&uden — aber auferhalb von Gebéduden fast immer.

Abb. 1: GNSS Handempfanger (handheld receiver)

Die Systeme, die dies ermdglichen, tragen den Namen ,,Globale Navigations Satelliten Systeme®, abgekirzt
GNSS. Das zur Zeit wichtigste GNSS ist das US-amerikanische Global Positioning System (GPS). Aber nicht
nur die Amerikaner verfiigen tber ein GNSS. Das existierende russische System wird GLONASS genannt.
GLONASS steht fur GLObal'naya NAvigatsioannaya Sputnikovaya Sistema. In naher Zukunft wird es ein chinesi-
sches System mit Namen Compass und ein europaisches System mit Namen Galileo geben.

Die Funktionsweise dieser verschiedenen Systeme ist sehr ahnlich und auch in der Leistungsfahigkeit unterscheiden
sie sich kaum.

Gemeinsam ist den GNSS, das sie passive Systeme sind. Der Nutzer eines GNSS verrét nicht, wo er sich aufhalt.
Er kann also auch nicht belauscht werden oder Uberwacht werden. Der Nutzer empféngt lediglich mit Hilfe eines
Empfangers Satellitensignale und kann daraus seine Position und Geschwindigkeit berechnen. Zusétzlich be-
kommt er eine Zeitinformation. Man kann auch formulieren: Ein GNSS beantwortet die Fragen:

1. Wo binich?

2. Wie schnell bewege ich mich?

3. Wie spét ist es?

Diese Informationen bleiben prinzipiell beim Empfénger. Das schlief3t nicht aus, dass in vielen Féllen die Wei-
tergabe dieser Informationen an Dritte nlitzlich sein kann und auch erfolgt. Dazu sind aber Einrichtungen erfor-
derlich, die von dem origindren GNSS nicht zur Verfugung gestellt werden.

Auf der anderen Seite soll schon hier festgehalten werden, dass die GNSS nur die obigen drei Fragen beantwor-
ten. Sie beantworten z. B. nicht die Frage, auf welchem Wege komme ich zu einem Ziel. Zwar ist in den meisten
GNSS-Empféangern die Fahigkeit zu Beantwortung dieser Frage integriert, eine GNSS-Fahigkeit ist dies aber
nicht.

In diesem Text soll nur versucht werden, die Grundprinzipien der GNSS-Ortung so einfach wie mdglich zu beschrei-
ben, wann immer mdglich ohne mathematische Formeln.

2. Prinzip der GNSS Ortung

GNSS-Satelliten fliegen in nahezu kreisformigen Bahnen in rd. 23.000 km Héhe (ber der Erdoberflache. Sie
bewegen sich mit einer Geschwindigkeit von rd. 14.000 km/Stunde. Trotz dieser hohen Geschwindigkeit ist die
Position der Satelliten zu jedem beliebigen Zeitpunkt bekannt bzw. berechenbar. Wir kommen darauf spéter
noch zurick.

Das Prinzip der Ortsbestimmung soll zundchst an einem vereinfachten Modell erldutert werden (s. Abb. 2). Wir
gehen einmal davon aus, dass sich Satelliten und Satellitenempféanger in einer Ebene befinden. Wenn nunmehr
mit Hilfe des Satellitenempfangers zu einem Satelliten bekannter Position die Entfernung d1 gemessen wird
kann sich der Empfanger auf jedem Punkt des Kreises mit Radius d1 und dem Satelliten als Kreismittelpunkt
befinden. Das reicht also nicht zur Positionshestimmung. Wenn wir die gleiche Messung zu einem zweiten Sa-
telliten bekannter Position durchfiihren, erhalten wir einen zweiten Kreis. Der Empfanger muss sich auf beiden
Kreisen befinden, also dort, wo sich die Kreise schneiden. Die Kreise schneiden sich aber in zwei Punkten. Bei-
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Einflhrung in die GNSS-Technologie 2

de Punkte kénnten die Empféngerposition sein. Das dadurch sich ergebende Problem kénnen wir dadurch 1ésen,
dass wir einen der beiden méglichen Empfangerpositionen ausschlielen kénnen, weil er weit im Weltraum liegt.
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Abb. 2: Grundprinzip der Satellitenortung (2-D-Modell)

Nun ist die Welt aber nicht zwei- sondern dreidimensional. Das bedeutet, dass wir durch die Messung einer
Strecke zu einem Satelliten nur wissen, dass sich der Empféanger irgendwo auf einer Kugel mit dem Radius d1
befinden muss. Durch Messung einer zweiten Strecke zu einem zweiten Satelliten ergibt sich als weiterer geo-
metrischer Ort fur den Empféanger eine zweite Kugel. Der Empfangerort liegt auf beiden Kugeln, d.h. dort, wo
sich die beiden Kugeln schneiden. Das ist ein Kreis, der auf beiden Kugeln liegt (s. Abb. 3). Damit ist klar, dass
wir mit zwei Satelliten noch keine eindeutige Ortsbestimmung durchgefiihrt haben.

Abb. 3: Schnitt von zwei Kugeln

Das Problem wird dadurch geldst, dass wir eine Entfernungsmessung zu einem dritten Satelliten durchfiihren.
Damit steht uns eine dritte Kugel als geometrischen Ort fiir den Empfénger zur Verfligung, der Empfénger be-
findet sich auf jeder dieser Kugeln, also dort, wo sich die drei Kugeln schneiden (s. Abb. 4).
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(© Wikipedia) http://de.wikipedia.org/wiki/Globales_Navigationssatellitensystem

Abb. 4 Satellitenortung mit Entfernungsmessung zu drei Satelliten

Man sieht in der Abbildung, dass es auch in diesem Fall zwei Orte gibt, in denen sich die drei Kugeln schneiden,
die also theoretisch als Ort des Satellitenempféngers in Frage kommen. Es liegt also auch hier eine Mehrdeutig-
keit vor. Aber ebenso wie in dem 2-D-Modell (s. Abb. 2) kann man auch hier einen der beiden Orte als unrealis-
tisch ausschliefen.

Damit ist das Grundprinzip der GNSS-Ortung beschrieben. Es gibt aber noch eine nicht unwesentliche Ein-
schréankung. Dies hangt mit der Art der Entfernungsmessung zusammen und fiihrt dazu, dass wir nur theoretisch
mit drei Satelliten eine Ortung durchfiihren kénnen. In der Realitat benétigen wir grundsatzlich immer mindes-
tens 4 Satelliten. Wir kommen auf dieses Problem weiter unten zur(ck.

Applets

http://www.univie.ac.at/netscience/html/nets/gps/applets/fritz/index.htm
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3. Prinzip der Streckenmessung

Wir wollen das Prinzip, mit dem bei den GNSS die Strecken vom Satellit zum Satellitenempfanger gemessen
werden, ein wenig genauer betrachten, weil dies zum weiteren Verstdndnis wichtig ist. Dazu machen wir ein
Gedankenexperiment (s. Abb. 4).
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Abb. 5: Prinzip der GNSS-Streckenmessung

Eine Person mdge zu Beginn des Experiments genau in der Mitte zwischen zwei exakt synchronisierten Ton-
bandgeraten stehen (Abb. 5a). Beide Gerate spielen die gleiche, sich immer wieder wiederholende Melodie. Die
genau in der Mitte Person hort von beiden Geraten die Melodie zum gleichen Zeitpunkt und hat damit einen
ungestorten Horgenuss. Im ndchsten Schritt soll eines der beiden Geréte in einiger Entfernung von der Person
aufgebaut werden (Abb. 5b). Wir ignorieren, dass das weiter entfernt stehende Gerédt nur noch ganz leise zu
horen sein wird. Jedenfalls wird jetzt die Person die von den Geréten ausgestrahlte Melodie zu unterschiedlichen
Zeiten horen. Das ist dann kein Horgenuss mehr. Aber das Problem kann geldst werden. An dem Gerét, in des-
sen Néhe der Horer steht, gibt es einen Drehknopf. Mit dessen Hilfe kann die Erzeugung der sich wiederholen-
den Melodie im Gerét in der Néahe der Person so zeitlich verzdgert werden kann, dass beide Melodien wieder
gleichzeitig bei der Person ankommen (Abb. 5¢). An dem Drehknopf befindet sich eine Skala, an der wir ablesen
kdnnen, um welche Zeit, die Erzeugung der Melodie in dem bei der Person stehenden Tonbandgerét verzdgert
werden musste, damit die Melodien der beiden Tonbandgerate wieder gleichzeitig bei der Person ankommen.
Wir unterstellen einmal, dass die Erzeugung um 1 Sekunde verzdgert werden muss. Die Geschwindigkeit, mit
der sich Schall in der Luft ausbreitet, betragt etwa 343 Meter pro Sekunde. Daher wissen wir jetzt, dass die Ent-

fernung zwischen den beiden Geréten 343 Meter ist (1 s - MM _ 343 m).

Nach diesem Prinzip funktioniert auch die Entfernungsmessung bei den GNSS. Nur haben wir es nicht mit Ton-
bandgeraten, Schall und dem Mensch als Horer zu tun sondern mit
— Satelliten die ein elektromagnetisches Signal aussenden, so wie das etwa Radiosender machen,
— Satellitenempféngern, die das im wesentlich gleiche Signal erzeugen wie der Satellit und die tber die F&-
higkeit verfigen, das im Empfanger erzeugte Signal so zu verzdgern, dass es mit dem von dem Satelliten
kommenden Signal tbereinstimmt.

Die GNSS-Satelliten senden zu festgelegten Zeitpunkten ein sich immer wiederholendes elektromagnetisches
Signal aus, dem eine bestimmte Information auf moduliert ist. Wir kénnen uns das so vorstellen, als ob ein Radi-
osender eine immer sich wiederholende Melodie aussendet. Auch wenn wir diese Melodie mit Hilfe eines Radi-
oempfangers héren kénnen, so wird haben wir es nicht mit dem Aussenden von Schall, der sich mit Schallge-
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schwindigkeit ausbreitet zu tun, sondern um die Ausbreitung von elektromagnetischen Signalen, die sich mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Der Satellitenempféanger erzeugt dieses Signal zundchst zu dem gleichen Zeitpunkt, zu dem dies auch der Satellit
tut. Wenn auch die Lichtgeschwindigkeit sehr grof3 ist, so braucht das Satellitensignal doch eine gewisse Zeit,
um vom Satelliten zum GNSS-Empféanger zu gelangen (etwa 0,067 Sekunden). Der Satellitenempféanger ver-
gleicht dieses vom Satelliten kommende Signal mit dem Signal, welches er selbst erzeugt und ,,merkt“, dass die
beiden Signale zeitlich gegeneinander versetzt sind. Er kann dann die Erzeugung seines eigenen Signals so lange
verzogern, bis beide Signale zeitlich ibereinstimmen. Der Empfanger halt fest, wie gro3 der Zeitunterschied AT
zwischen dem Empfang des Satellitensignals und der Erzeugung seines eigenen Signals ist. Durch Multiplikation
dieses Zeitunterschieds mit der Lichtgeschwindigkeit v wird dann die Entfernung Satellit- Satellitenempfénger
gerechnet (S = AT - v).

4. Realisierung der Streckenmessung.

4.1 Erforderliche Genauigkeit

Wir wollen wir uns einmal anschauen, wie genau die Zeitmessung und die daraus abgeleitete Strecke sein mul.
Das héngt davon ab, wie genau wir die Ortung durchfilhren wollen. Moderne, einfache GNSS-Empfénger be-
stimmen ihren Ort mit einer Genauigkeit von etwa 10 Metern. Vereinfacht bedeutet dies: der wahre Empfanger-
ort und der vom GNSS-Empféanger gerechnete Empfangerort kénnen etwa 10 Meter auseinander liegen.

Wir unterstellen einmal, dass zum Erreichen dieser Ortungsgenauigkeit auch die Entfernungsmessung etwa
10 Meter genau sein muss: die Differenz zwischen gemessener Strecke und der tatsachlichen Strecke soll also
nicht groBer als 10 Meter sein.

Bekanntlich gilt: Geschwindigkeit = % bzw. Weg = Geschwindigkeit - Zeit

Die Lichtgeschwindigkeit betragt rd. 300 000 Se:lirrllde' Wenn wir also bei der Zeitmessung einen Fehler von

1 Sekunde machen wirden, missten wir mit einem Fehler fur die Strecke von 300 000 km rechnen. Das ist of-
fensichtlich nicht akzeptabel. Wir erhéhen jetzt mal die Anspriiche an die Genauigkeit der Zeitmessung und
schauen uns die dabei sich ergebenden Streckenfehler an (Tabelle 1).

Zeitfehler Streckfehler
1 Sekunde=1s 300 000 km
! = 1 Millisekunde = 1 = 0,001 300000km—300k
10005‘— lLilisekunde = 1ms = U, S 1000 = m
=1 Mik kunde = 1 = 0,000 001 300 km—03k =300
10007715— LKrosekunde = 1 us = U, S 1000 =0, m = m
! =1N kunde = 1ns = 0,000 000 001 300m—03
1000 us = anosekunae = Ins = U, S 1000 =Uom
33ns =0,000000033s 0,3m =33 = 10 Meter

Tabelle 1: Zeitfehler, Streckenfehler

Die Tabelle zeigt, dass fur eine Streckenmessgenauigkeit von 10 Meter Satellitenempfanger Uhren haben miiss-
ten, die auf etwa 33 ns = 0,000 000 033 Sekunden genau gehen'. Derartig genaue Uhren gibt es zwar (s. dazu z.
B. http://de.wikipedia.org/wiki/Atomuhr), sie sind aber nicht nur relativ gro (s. Abb. 6), sondern auch sehr
teuer. Preislich erschwingliche GNSS-Empfanger kénnen damit nicht gebaut werden. Es mu also nach einer
anderen Losung gesucht werden.

! Dies Uhr wiirde erst nach rd. 30 Jahren 1 Sekunde vor- oder nachgehen.
2 Ein Galileo Satellit kostet rd. 40 Millionen Euro
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Rubidium Frequenzstandard Wasserstoffmaser
Fehler weniger als 10 ns pro Tag. Fehler: weniger als 1 ns pro Tag
Gewicht: 3,3 kg, Volumen 2.4 Liter Gewicht: 18 kg, Volumen: 45 Liter

Abb. 6: hochgenaue Uhren

3.2 Realisierung der erforderlichen Streckenmessgenauigkeit

Bevor erklart wird, wie das im vorangehenden Abschnitt geschilderte Problem geldst wird, soll etwas genauer
beschrieben werden, welche Konsequenzen sich beziglich der Zeit- bzw. Streckenmessungen aus einem Uhren-
fehler ergeben. Das soll an Hand eines weiteren Gedankenexperiments versucht werden.

In dem Experiment wollen wir ermitteln, wie lang die Eisenbahnstrecke zwischen Miinchen und Hamburg ist.
Dazu schicken wir in Miinchen um exakt 12:00 Uhr einen Zug, der mit genau 100 km pro Stunde fahrt, auf die
Strecke Der Zug mdge um Punkt 20:00 Uhr in Hamburg ankommen. Sofern die Uhren in Miinchen und Ham-

burg Ubereinstimmen, wissen wir, dass der Zug 8 Stunden unterwegs war und damit die Strecke 800 km lang ist
100 km

(=" 8 h = 800 km).

Nun nehmen wir an, dass die Uhr in Miinchen genau geht, die Uhr in Hamburg aber einen Fehler hat. Sie moge
um 5 Minuten vorgehen. Dann lesen wir bei Ankunft des Zuges in Hamburg die Zeit 8 Uhr und 5 Minuten ab.
Wenn wir nicht wissen, dass die Uhr in Hamburg 5 Minuten vorgeht, schliefen wird daraus, dass die Strecke
Miinchen Hamburg langer als 800 Kilometer ist. Genau so verhalt es sich bei der Messung der Strecke Satellit-
Satellitenempfénger. Wir miissen damit rechnen, dass die Uhr im Satellitenempfénger vor- oder nachgeht. Wir
kennen aber nicht um welchen Betrag die Uhr falsch geht.

. sy i | 9
Abb. 7: GPS Satellit in der Montagehalle und im Weltraum

GNSS-Satelliten sind hochkomplexe, teure? Gerate mit einem Gewicht von rd. einer Tonne. Die Abb. 7 zeigt
einen GPS Satelliten bei der Montage und im Weltraum. Mit der Abbildung soll eine Vorstellung von der Grolze
eines GNSS-Satelliten vermittelt werden.

Ein wesentlicher Baustein der GNSS-Satelliten und auch wesentlicher Kostenfaktor sind deren hochgenaue, sehr
teure Uhren. Fir unsere Betrachtungen kénnen wir diese Uhren als fehlerfrei ansehen.

2 Ein Galileo Satellit kostet rd. 40 Millionen Euro
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Der Satellit sendet demnach das Signal exakt zu dem Zeitpunkt, der vereinbart ist. Als Beispiel — wenn auch
unrealistisch — soll alle 5 Minuten ein Signal abgesendet werden. Auch der Empfanger erzeugt immer zu diesem
verabredeten Zeitpunkt das im wesentlichem gleiche Signal. Das ist die Situation aus der Abb. 3 b. Da aber die
Uhr des Satellitenempfangers nicht fehlerfrei ist, wird das Signal im Empfanger nicht pinktlich, sondern um
einen Wert At zu spét oder zu frith erzeugt. Unterstellen wir mal, dass die Empfangeruhr eine Minute vorgeht®.
Unabhéangig davon nimmt der Empfanger das Satellitensignal einige Zeit nach dessen Absendung vom Satelliten
wahr: im Empféanger erzeugtes Signal und vom Satelliten kommendes Signal sind in jedem Fall zeitversetzt. Die
Laufzeit des Satellitensignals mége 10 Minuten sein. Der Empfanger verzégert nun die Erzeugung seines Signals
so lange, bis im Empfénger erzeugtes und im Empfénger empfangenes Signal bereinstimmen. Der Satelliten-
empféanger hat aber nun mit der Erzeugung des Signals 1 Minute zu friih begonnen (die Empfangeruhr geht ja
vorl). Er mul3 daher die Signalerzeugung im Empfanger nicht um 10 Minuten sondern um 10 Minuten + 1 Minu-
te = 11 Minuten zuriickverlegen um zu erreichen, dass das vom Satelliten kommende Signal mit dem im Emp-
fanger erzeugten Signal Ubereinstimmt. Die Zeit, um die die Signalerzeugung im Empfénger verzdgert wird,
nennen wir AT (in dem Beispiel 11 Minuten). Da in dem Empfanger die Uhr aber vor geht - da wir mit dem
Empféangeruhrenfehler At rechnen miissen — ist die Verzégerungszeit AT nicht die Zeit, die das Signal gebraucht
hat um vom Satelliten zum Empfénger zu gelangen. Die daraus abgeleitete Strecke S = AT -v (v ist die Ge-
schwindigkeit mit der sich das Signal ausbreitet) ist nicht die tatsachliche Strecke zwischen Satellit und Satelli-
tenempfanger. Sie wird Pseudostrecke genannt. Zur Berechnung der wahren Strecke muss die Pseudostrecke
beziglich des Empfangeruhrenfehlers korrigiert werden. Wir mussen also rechnen S = AT - v 4+ At - v. Aber
leider kennen wir At zundchst nicht.

Wir gehen jetzt zurlick zu dem 2-D-Modell der Satelliten Ortung (Abb. 2). Die Abbildung zeigt, dass wir bei der
2-D-Ortung mit exakt Ubereinstimmenden Uhren mit 2 Satelliten auskommen. Einen Fehler in der Streckenmes-
sung kénnen wir aber nicht erkennen.

Nun nehmen wir an, dass es einen dritten Satelliten gibt und dass auch diese Streckenmessung fehlerfrei ist.
Dann ergibt sich die in der Abb. 8 a dargestellte Situation. Der Empfanger muB sich auf allen drei Kreisen befin-
den. Also dort wo sich die drei Kreise in einem Punkt schneiden. Da wir aber davon ausgehen missen, dass die
gemessenen Strecken um einen unbekannten konstanten Betrag zu grof3 oder zu klein sind - dass wir es mit
Pseudostrecken zu tun haben - schneiden sich die aus den Pseudostrecken abgeleiteten gestrichelten drei Kreise
nicht in einem Punkt (s. Abb. 8 b, Abb. 8 ¢). Die Abb. 8 ¢ zeigt aber zugleich die Losung des Problems. Wenn
wir alle drei Pseudostrecken um einen bestimmten Betrag As verédndern schneiden sich alle Kreise wieder in
einem Punkt. Damit haben wir die richtige Losung. Wir werden spater noch sehen wie das umgesetzt wird. Aber
wir kdnnen schon jetzt erkennen, dass wegen des Empfangeruhrenfehlers 2 Satelliten fiir die 2-D-L6sung nicht
ausreichend sind. Wir bendtigen einen weiteren Satelliten um Uber die Mdglichkeit zu verfligen, den Empfan-
geruhrenfehler zu kompensieren.

a)

c)

Abb. 8: Realisierung der GNSS-Streckenmessgenauigkeit

Entsprechendes gilt auch fur die 3-D-Ortung. Wéren die Streckenmessungen fehlerfrei, so wiirden uns die sich in
einem Punkt schneidenden 3 Kugeln (s. Abb. 4) die richtige Position liefern. Da wir aber nur iber Pseudostre-
ckenmessungen verfligen — Strecken mit einem unbekannten fur alle Strecken gleichen Fehler - bendtigen wir
einen vierten Satelliten um den Empféngeruhrenfehler kompensieren zu kdnnen.

% In der Realitat ist unbekannt, welchen Betrag dieser Empfangeruhrenfehler At annimmt
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5. Mathematische Beschreibung der GNSS-Ortung

Einleitend war ausgefiihrt worden, dass die GNSS unter weitgehendem Verzicht von mathematischen Formeln
beschrieben werden soll. Doch soll hier jetzt mal eine Ausnahme gemacht werden. Wer die Mathematik nicht
mag oder mit seinen Mathematikkenntnissen noch nicht so weit ist, mdge diesen Abschnitt iberspringen.
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Abb. 9: Mathematische Beschreibung der GNSS-Ortung (2-D-Modell)

In der Abb. 9 sind zwei Satelliten und ein Satellitenempfanger in einem rechtwinkligen X,Y-Koordinatensystem
dargestellt. Wir kdnnen davon ausgehen, dass die X,Y-Koordinaten der Satelliten bekannt sind. Unbekannt sind
dagegen die Koordinaten des Empféngers. Unter Anwendung der in den vorangehenden Abschnitten geschilder-
ten Prinzipien hat der Satellitenempfanger die Zeitdifferenzen AT, und AT, zwischen der Aussendung der Satel-
litensignale und deren Empfang im Empfénger gemessen. Wegen des unbekannten Empfangeruhrenfehles ergibt
sich aber aus den Produkten AT v nicht die Strecken zwischen den Empfangern und dem Satelliten. Die tat-
séchlichen Strecken erhalten wir durch folgende Formel:

Sgaelit = AT v+ At v @
Dabei ist At der Empféngeruhrenfehler und v die Geschwindigkeit des Satellitensignals.

Unter Verwendung des Satz des Pythagoras kénnen wir aus der Abb. 9 folgende Gleichungen ablesen:

(AY))? + (4X,)? = (AT, - v + At-v)? ()
(AYy)? + (4X,)? = (AT, v + At-v)? 3)

Zur Klarstellung schreiben wir die Koordinatenunterschiede AY, AX der Gleichungen (1), (2) ein wenig anders

Satellit __ y Satellit

AYEmpf =Y - YEmpf'e'mger (4)
Satellit __ y Satellit

AXEmpf =X - XEmpf'a'mger (5)

Abgekiirzt geschrieben und um unterschiedlichen Satelliten berticksichtigen zu konnen lauten die Glei-
chungen (4), (5):

AYF1=YS1 -y, (6)
AXgt=XS51—Xg (7)
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Unter Verwendung der Schreibweise in den Gleichungen (6) und (7) schreiben wir die Gleichungen (2),
(3) wie folgt:

(YST—VYp)2+ (XS —Xp)? = (AT, - v + At - v)? (8)
(YS2—Yp)2+ (XS2 —Xp)? = (AT, - v + At-v)? 9)

Wir haben damit zwei Gleichungen mit drei Unbekannten; Y, Xe (die Empfangerkoordinaten), At (den Emp-
fangeruhrenfehler). Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten kdénnen wir nicht auflésen.

Also benétigen wir einen dritten Satelliten und damit folgende zusatzliche Gleichung:
(Y3 —Yp)? 4+ (X53 —Xp)? = (AT, - v + At -v)? (10)
Damit verfligen wir (iber folgende drei Gleichungen:

(YS1—Y)2 + (XS1—X.)? = (AT, - v + At-v)? (11)
(YSZ—Y)2 + (XS2 = X;)? = (AT, - v + At-v)? (12)
(YS3 —Y)2 + (XS3—X;)2 = (ATs - v + At-v)? (13)

Mit (11), (12) und (13) verfligen wir Uber drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Die Auflésung eines derarti-
gen Gleichungssystems ist zwar nicht ganz leicht, aber wir kénnen uns darauf verlassen, dass die Ldsung gelingt.

Nun mussen wir dieses Prinzip noch in ein 3-D-Modell libertragen. Dazu benétigen wir den ,,rdumlichen* Py-
thagoras. Dieser lautet - angewandt auf unser Problem - wie folgt (s. Abb. 10):

(AY))? + (AX)? + (4Z))? = (AT, v + At-v)?

Dementsprechend entstehen aus den Gleichungen (11), (12) und (13) folgende Gleichungen

(YST—Ye)?+ (XSt —Xp)? + (Z5' = Zp)? = (AT, - v + At-v)? (14)
(YSZ_YE)2+ (XSZ_XE)Z‘l' (ZSZ_ZE)ZZ(ATz'v+ At'v)z (15)
(Y53 - YE)2 + (X53 —XE)2 + (Z53 —ZE)2 =AT;-v+ At- v)z (16)
Sat,
>Q\i Sat,
\ X
A ‘\‘ Sat, ////
Sat, Zs \\ ;(;( //
m\ ! // ///
\\\\ \\ /// ///
~ \ P
\\\\ \‘ III///
\\* v ’}/
[
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Xl\'r CT
Abb. 10: Mathematische Beschreibung der GNSS-Ortung (3-D-Modell)
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Wir haben es aber nun noch mit einer zuséatzlichen Unbekannten zu tun: der Z-Koordinate des Empfangers. Es
gibt also vier Unbekannte. Wir bendtigen einen vierten Satelliten. Dann verfligen wir (iber die vier Gleichungen
(15) — (18) mit den vier Unbekannten X, Yg, Zg, At. Fir Mathematiker ein I6sbares Problem.

(Y5T—Y)?+ (XSt —Xp)%2+ (Z5' = Zp)? = (AT, - v + At-v)? (15)
(YS2—Y)?+ (XS52—Xp)? + (Z52 —Zp)? = (AT, - v + At - v)? (16)
(YS3 —Yp)?2+ (XS3—Xp)? + (Z53 —Zp)? = (AT; - v + At - v)? (17)
(Y54 —Y)?+ (XS*—Xp)%2 + (Z5% = Zp)? = (AT, v + At -v)? (18)

Wer je einen GNSS-Empfanger benutzt hat wird wissen, dass fast immer mehr als die mindestens 4 Satelliten-
signale empfangen werden kénnen. Dann haben wir es mit mehr Gleichungen als Unbekannte zu tun. Die L6-
sung dieses Problems kann an dieser Stelle nicht beschrieben werden. Es sei nur so viel gesagt, dass in diesem
Falle die ,,iiberfliissigen* Satelliten genutzt werden, um die Genauigkeit der Ortung zu verbessern.

6. Die Position des Satelliten

In den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt, wie man mit Hilfe eines GNSS eine Ortshestimmung durch-
fuhrt. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Orte, an denen sich die Satelliten befinden bekannt sind.

Die Grundlagen fir dieses Wissen stammen von dem deutschen Naturphilosophen, Mathematiker, Astronomen,
Astrologen, Optiker und evangelischem Theologen Johannes KEPLER (1571 — 1630). KEPLER wertete Be-
obachtungen des dénischen Astronomen Tycho BRAHE (1546 — 1601) aus und entwickelte daraus die
KEPLER ‘schen Gesetze zur Beschreibung der Planetenbahnen. In den entsprechenden Veroffentlichungen ver-
wendet KEPLER zum ersten Mal das lateinische Wort satelles (,,Leibwéchter®, im Plural satellites auch ,,Gefol-
ge®) fiir Planeten. Im heutigen Sprachgebrauch sind Satelliten aber immer von Menschenhand gebaute, um die
Erde kreisende Korper. Auch fur diese Satelliten gelten die KEPLER’schen Gesetze.

Abb. 10: Johannes Kepler

Es gibt drei KEPLER ’sche Gesetze. Davon sollen zwei hier vorgestellt werden - angewandt auf Satelliten.

1. Satelliten bewegen sich auf Ellipsen (das sind ,,gestauchte* Kreise) um die Erde. Die Ebene, in der sich
die Satellitenbahn befindet, verlauft immer durch den Erdmittelpunkt.

2. Die Zeit, die ein Satellit bendtigt, um einmal die Ellipse vollstandig zu durchlaufen, ist abhéngig von
der grofRen Halbachse der Ellipse.

Abb. 11: Mégliche Satellitenbahnen
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Aus dem ersten KELER’schen Gesetz ergeben sich zwei wichtige Erkenntnisse:

a) Satelliten, die fest am Himmel stehen, gibt es nicht. Sie wiirden zur Erde herabstiirzen. Die Aufforde-
rung im Krimi: ,,Sorgen Sie dafiir, dass ein Spionagesatellit fest iiber Hamburg steht* ist physikalisch
unsinnig.

b) Satelliten, die sich parallel zu einem Breitenkreis der Erde verlaufen, gibt es — bis auf eine Ausnahme -
nicht. Die Ausnahme ist eine Satellitenbahnebenen die mit der Aquatorebene zusammenfallt (die rot
dargestellte Bahn in der Abb. 11). In dieser Ebene verlaufen die Bahnen der Satelliten, die ,,scheinbar*
fest am Himmel stehen. Sie tragen die Bezeichnung geostationére Satelliten

Das zweite hier dargestellte Gesetz ist zundchst wenig tiberraschend. Da sie zum Verstandnis aber nicht unwich-
tig ist sei die entsprechende Formel angegeben.

a3

U=2n (19)

3
3,986005-1014[m—2]
S

In dieser Gleichung ist U die Umlaufzeit (in Sekunden) und a die grole Halbachse der Bahnellipse (in Meter).
Diese Gleichung gibt uns die Mdglichkeit, die Hohe eines geostationaren Satelliten Gber der Erde zu berechnen.

Geostationdre Satelliten ,,sieht einen Beobachter auf der Erde in immer gleicher Richtung. Man kdnnte meinen,
sie stiinden still. Das ist jedoch ein Trugschluf3. Vielmehr durchlduft ein derartiger Satellit in genau 24 Stunden
genau einmal seine in der Aquatorebene liegende Bahn (die rote Bahn in Abb. 11). Da aber die Erde sich in 24
Stunden einmal um sich selbst dreht, sieht der Beobachter auf der Erde den Satelliten immer in der gleichen
Richtung. Diese Erkenntnis gibt uns die Mdglichkeit die Hohe eines Satelliten Uber der Erde zu berechnen.

Dazu stellen wir Gleichung (19) nach a um und erhalten

3[U2:3,986005-1014
a= /—Z (20)
41

Wenn wir diese Gleichung mit der Umlaufzeit 24 Std. = 86400 Sekunden auswerten erhalten wir den Wert
42.241 km. Dies ist die groRe Halbachse der Bahnellipse. Wenn wir davon den Erdradius (6.370 km) abziehen
erhalten wir 35.870 km. In dieser Hohe Uber dem Erdkorper bewegen sich geostationdre Satelliten in einer mit
der Aquatorebene zusammenfallenden Bahn. Der Beobachter sieht sie in immer gleicher Position (s. dazu:
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Geostat.gif&filetimestamp=20070519182727)

GNSS-Satelliten gehdren nicht zum Typ der geostationaren Satelliten. Dies liegt vor allem daran, dass geostatio-
nére Satelliten nicht von allen Punkten der Erde gesehen werden kdénnen. An den Polen stehen geostationére
Satelliten unter dem Horizont.
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